arXiv:math/0503136vl [math.CV] 8 Mar 2005 


Une demonstration du theoreme de recouvrement 

de surfaces d’Ahlfors 

Henry de Thelin 


Resume 

Nous donnons une preuve courte du theoreme de recouvrement de surfaces d’Ahlfors. 

A proof of Ahlfors’ theorem on covering surfaces 

Abstract 

We give a short proof of Ahlfors’ theorem on covering surfaces. 
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Introduction 

Soit / : £ —> So une application holomorphe non constante entre surfaces de Riemann 
compactes, connexes et qui ont eventuellement, du bord. 

Si / est propre, de degre d, la formule de Riemann-Hurwitz donne la caracteristique 
d’Euler de £ en fonction de celle de £o- Plus precisement : 

y(£) + r = dx(Eo), 

ou r est le nombre de ramifications de /. En particulier, nous avons 1’inegalite : 

x(£) < dx(£o). 

Le theoreme d’Ahlfors (voir [1]) perrnet d’etendre en quelque sorte cette inegalite au cas 
non propre. Plus precisement, si S designe le nombre de feuillets moyen au-dessus de £o, 
i.e. : 

aire de /(£) comptee avec multiplicity 
aire de £o 

et L, la longueur du bord relatif de £ (i.e. la longueur de /(9£) — <9£o) : 

Theoreme. On a 1’inegalite : 

min(x(£),0) ^ 5x(£ 0 ) + hL , 
ou h est une constante qui ne depend que de £q. 
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L’objectif de cet article est de donner une demonstration courte de ce theoreme qui a 
permis a L. Ahlfors de realiser une version geometrique de la theorie des distributions de 
valeurs de R. Nevanlinna. 

Signalons aussi que ce theoreme a servi recemment dans des problemes de dynamique 
holomorphe (voir par exemple [2]). 


Demonstration du theoreme 

Commengons par preciser dans quel cadre nous allons nous placer. 

Le theoreme d’Ahlfors n’a d’interet que si x(Eo) est negatif (chose que Ton supposera 
dans la suite). Ensuite, dans ce theoreme, la surface So peut avoir du bord et on peut 
c.onsiderer des metriques tres generates (voir par exemple [3]). Cependant, bien que notre 
demonstration s’etende a ces cas, par souci de simplicity, nous supposerons d’une part que 
So n’a pas de bord et d’autre part qu’elle est munie d’une metrique lisse. 

Fixons maintenant un point p de E 0 . En utilisant la decomposition canonique de E 0 
(voir [4] p.23), nous pouvons construire 2 g courbes simples et lisses (ou g est le genre de 
So) qui passent par le point p, qui ne s’intersectent pas en dehors du point p, et telles que 
la surface So privee de ces courbes soit un disque Do. Ce disque possede 4 g cotes que nous 
pouvons supposer ne passant pas par les valeurs critiques de /. 

Notons C, 1’ensemble des composantes connexes de E au-dessus du disque D o (i.e. dans 

./' '(MO)- 

Voici maintenant le plan de la suite de la demonstration. Dans un premier paragraphe, 
nous allons enlever les composantes A de C pour lesquelles /(A) est tres different de So. 
Cette modification de E permettra de se rapprocher du cas ou / est un revetement. Le 
second paragraphe sera ensuite consacre au c.alcul de x(E). 

1) Modification de E 

Si A est une composante au-dessus de Dq , on peut decomposer /(A) en strates : A 1 
est la partie de /(A) recouverte au moins une fois,..., A p celle rec.ouverte p fois (ou p est 
la multiplicity maximale de /(A)). On note 7 j la partie de /(dE) qui borde A 3 et on fixe 
£ > 0 petit (en particulier devant la longueur du plus petit cote de Do). Alors, si l{^j) 
designe la longueur de 7 j, on peut avoir : 

- l’existence d’un j dans {l,...,p} avec l(^j) ^ £ (on dira que la strate en question a 
un bord long) 

ou : 

- pour tout j dans {1, l{^j) ^ £ (on parlera de bord court). 

En utilisant une inegalite isoperimetrique lineaire et le fait que le bord de Do est lisse 
par morceaux, on remarque que dans le dernier cas, on a : 

Soit : 

aire de A J ^ aire de Do — hi (7^-) , pour un certain j £ {1 , ...,p}. 
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Soit : 


aire de A- 7 ^ hl(^j) , pour tout j € {1, ...,p}, 

ou h est une constante qui ne depend que de So. Dans toute la suite ce type de constante 
sera toujours notee h. 

Dans notre contexte, ce sont les composantes du dernier type (E*)j e j qui ont leur image 
la plus differente de So- Les E* seront appelees mauvaises composantes et nous allons les 
enlever. 

Remarquons que nous avons deux possibility : 
soit E = Uce qui implique : 


S ^ hL 

par definition meme des mauvaises composantes (dans ce cas le theoreme est demontre), 
soit E 7 ^ Ujg/E* et alors : 

X(E) < x(S - U iG/ S 4 ), 

car les composantes E* (avec i dans I) ont du bord en commun avec E. 

Par ailleurs, toujours par definition des mauvaises composantes, la 
Uj e /S* a la longueur de son bord relatif majore par hL et l’aire de /(E) 

/(E) d’au plus hL. 

En resume, si on demontre que 

X(S) < ^x(Eq) + hL 

(avec des notations evidentes), le theoreme sera demontre. Dans toute la suite nous ou- 
blierons les tildes : E designera la surface modifiee. 

2) Calcul de x(E) 

Designons toujours par C l’ensemble des composantes c.onnexes de E au-dessus du 
disque Dq (i.e. dans / 1 (Zi>o))- On notera s le nombre de releves du point p par /. Parmi 
les composantes c.onnexes dans les preimages par / des cotes de Dq qui se trouvent dans la 
surface E, il y en a certaines qui ne sont pas dans le bord de E. Nous les appellerons aretes 
de E et nous noterons a leur nombre. La surface E privee des s releves du point p s’obtient 
en recollant les composantes de C le long des a aretes. En particular, nous avons : 

X(E) = J^x(A) -a + s. 

AeC 

Grace a notre simplification effectuee au paragraphe precedent, on sait qu’une com- 
posante de E au-dessus du disque Dq possede une strafe qui a soit un bord long, soit une 
aire superieure a aire(Do) — hl^j) = Aq — hl("yj). 

II y en a au plus j qui possedent une strafe avec un bord long. 


surface E = E — 
differe de celle de 


3 



Pour les composantes qui possedent une strate d’aire superieure a Aq — hl^j), on voit 
facilement qu’il y en a au plus S + hL. On obtient alors la majoration : 

Y^xi^^S + hL. 

AeC 

Ensuite, si on choisit le point p de sorte a etre peu recouvert, nous avons s ^ S. Pour finir, 
il nous faut done minorer le nombre d’aretes a. 

On se fixe une composante connexe A au-dessus de Dq. 

La composante /(A) contient des strates pour lesquelles on a l{jj) ^ £ et d’autres 
avec c.ette longueur plus petite que e. Les strates de la deuxieme espece se divisent en 
deux categories : c.elles qui ont une aire inferieure a hl^j) et celles pour qui cette aire est 
superieure ado - /a/ (7-/). Si m( A) designe le nombre de strates de la derniere sorte, on a : 

KA) ^ 4pm(A), 

oil A) designe le nombre d’aretes de E qui bordent A. En effet, soit 7 un sous-segment 
d’un cote de Dq choisi de sorte qu’un de ses petits voisinages dans Dq soit inclus dans les 
m{ A) strates (e’est possible car elles s’emboitent les unes dans les ant res et que e est tres 
petit devant la longueur du plus petit cote de Do) ; alors 7 a au moins m( A) releves par / 
qui sont inclus dans des aretes de A. 

La minoration de ^ m( A) entraine done celle du nombre d’aretes a ^ | ^(A). Pour 

l’obtenir, on va minorer 1 ’aire rec.ouverte par les ^ m( A) strates. 

Les strates pour lesquelles la longueur de 7 j est superieure a e sont en nombre au plus 
egal a 4- L’union de ces elements est done d’aire inferieure a jaire(Do) = hL. 

De meme, l’ensemble des strates qui ont un petit bord et une aire majoree par hl{^j) 
a une aire majoree par hL. 

En combinant ces deux majorations, on obtient que l’aire recouverte par les strates qui 
ont un petit bord et une aire minoree par Aq — hl{^j) est superieure a : 

A 0 S - hL. 

Autrement dit, on a : 

m(A) > ^-^(A 0 S - hL) > 2 gS - hL. 

A A n 

a s-n u 


Finalement, on a : 

X(£) = Y x ( A ) - a + s ^ (1 - 2 9 + 1)<5 + hL = x(E 0 )S + hL, 

AeC 

qui est 1’inegalite que l’on voulait demontrer. 
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